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In una Nota precedente abbiamo considerato la propagazione delle onde
di Rayleigh in un mezzo elastico, firmo-viscoso, indefinito. Consideriamo
ora il caso di due strati solidi sovrapposti, con densitd e coefficienti elastici
e firmo -viscosi costanti.

Riferiamo lo strato superficiale, poggiante sopra un mezzo solido semi—
infinito, ad un sistema di assi xz, con I'asse x giacente sulla superficie di
separazione dei due strati, nella direzione di propagazione delle onde, e 'asse g
diretto normalmente verso I’alto.

Siano A, pr, 03 A, 1 le costanti elastiche, la densitd e le costanti
firmo-viscose dello strato superficiale di spessore d, e A, p.,p, 3 A/, 1"
le analoghe costanti proprie del mezzo sottostante.

Si sa che, nel caso bidimensionale, le componenti dello spostamento,
determinato in un mezzo sollecitato da onde spaziali, possono essere espresse
dalle relazioni

oy 2L0) oy 20
(1) ur=———¥ ; 'w_¥ e

dove ¢ & funzione caratteristica per le onde longitudinali e @ per quelle
trasversali. Le equazioni del moto nello strato superficiale sono pertanto

&, N 2 Uy 7 GRS L Ty e
q: = 3 £l <2 + l & AT : A, 4)1 >
ol Pr e et
(2) ' PO, et T
_—312 —-—P—[ ([J-x + 3 Y, 2 WYy

Per lo strato superficiale, facciamo le posizioni
(3) ¢, = {Csinhr, g + D coshr, g} e/(#'=/2,
®, = {E sinhs, 7 + F cosh s, 7} el (t—Jx),
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Dalle (2), tenuto conto delle (3), si ha
o Bl e
2 Vel e il o
SEieE Lo
=) s ol

Da cui, fatto

e p? Fas 1,1

: : /,)2 = . 7 7 ) YT ]
e ey + ipu
consegue
(s) el s

Per le (1) si ha ancora

( 1t ={—if(Csinhr.z4Dcoshr,z)—s, (E cosh s,z 4-Fsinh 5, 1)} ' (#*=/)

6 ]
(€) awx={r,(Ccoshr,(—f—Dsinh r:3)—if (Esinh s,z 4 F cosh 5, 7)} e/ (4 =/,

Relativamente al secondo mezzo, facciamo le posizioni
(7) $, = Aerax. g (M —/¥) £ . = Bes2t. ¢t (p1—/),

Si deduce allora, tenuto conto dell’equazioni del moto, analoghe alle (2
) q ’ o) b

®) A e
dove
et p: [* ibidpnai 190s Priy r ol
oMt 2w+ ip (Nt 207) P e tipp”
E inoltre

©) ( s =—{ifAeat | 5, B2t} ei (1t —f0)
) [ w, = {r, Aer2X — jf Besat} i (P —/%),

Le condizioni da soddisfare sulla superficie di discontinuiti (z = 0) e
sulla superficie esterna (z =d), sono: sulla superficie di discontinuita
(uguaglianza degli spostamenti nei due strati e delle tensioni normale e
tangenziale N;, T, rispettivamente)

[ Uy = U, S == T,

Sw, 0 , oW,
M+ 2p — +3l(«‘>+ u°)
2
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e, sulla superficie esterna (per 'annullarsi delle tensioni normale e tangenziale)

ow 1

2 5 , oW,
+—,CY<)\«‘}.+2LL3—(>_0

oW, Aty , 0 (2w, i,
() (2 2

57\13 S e e
(D)

z ot \ ox CFe
dove le dilatazioni cubiche assumono lespressione
'S'x:"—\:qh ) "()22-/-\2'-[&,

essendo A, Poperatore di Laplace.
Ricordando che

(A 21 Yol 0k o (0 ) Dt

si ottiene
D, 0,
() Ny = (e + tpp.)g—k ¢, +2(8x87 it aa:’ )%
el g 5 @,
O Cami)s res

Intanto, le prime delle (I), danno, sulla superficie di discontinuita,
re:C—if-F= r, A —if-B.

Dalla (), tenendo presenti le espressioni di ¢, ,®,, e prescindendo
dal fattore e/ —19),

)= B2 —B)D—2ip Eosi B

k?.
1
e, analogamente,

(N, = s B2 (2" — K)-A— 2. 5 5. f-B.

Per cui, dalla terza delle (I),,

@m S ) A ks fB Y

' Px i P
a2 —k}D—2i— %5 f-E=o0.
e B (2P k) D—2i &

Dalla (B), a meno del solito fattore, si ottiene per la superficie di

discontinuita,

G&=PP G =E):E)

(T)2= ]2 { 2’)[’2“\_(]—/‘)81
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Per la quarta delle (I), consegue

v) 2ifr,-A+(2]”—/32)-8—21%—?’—])-,.C— g 2 (2 fi—k)-F=o.

2

Sempre ricordando le (&), (B) e tenuto presente che
2584 k=2 fri?
per le (I)a si ha ancora, sulla superficie esterna,
Q%) (2f*—k)sinhr,d-C + (2 f*—k)coshr,d-D —
— 2ifs, coshs, d-E — 2 ifs, sinhs, d-F =0
(VD) —2ifrycosh r,d-C—2ifr,sinhr,d-D—
— (2 f*—k)sinhs, d-E— (2 f*— k) cosh s, d-F =o.

Le due equazioni (II), le (III), (IV), (V) e (VI) costituiscono un

sistema di sei equazioni lineari nelle sei incognite A,B,C,D,E, F.

L’eliminazione di dette incognite richiede Iannullarsi del determinante dei
coeflicienti delle medesime. Si ha:

+ if + 52 0 =i
—7, -+ lj 7y 0
—Q@f'—k) +42ifs 0 _P“ k’ (2} k)
2ifr, 2f?—k  —21 P—z l]; fri 0
0 0 (2f*—FE)sinhr,d (2f*—k)coshr,d
) 0 —2ifr,coshr;d  —2ifr,sinhr, d
— 5 0
0 —if
LRy % sof 0
2 #5 =0.
0 T eng (@ —F
p NeTs )
— 2ifs, cosh s, d —-zzfs, sinh s, d
— (2 f—Fk)sinhs;d — (2 f*—K)coshs, d

L’equazione determinante (10) consente la determinazione della velocita
di propagazione delle onde di Rayleigh nello strato superficiale.
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7
‘Nell’ipotesi p, ~p,, la (10) pud scriversi
- j'z a5 ( fz k: fz kz 2
_ogd s s S sllsb il it Sl Nl Suitieaef
e e #) (% =)
+!:‘2(&+fi)',+3f.”coh M e e Sl )
P\ )\ 4 PR shr,d-cosh s, ——(2?1———1>smn,d-smls,d\-
| fﬂ(_ijz (el Rl 3 4 A i
e R b e AR G SR ]
-{-;4%,— ’}‘S' sinh r, d - sinh s, d—( '[T—1>zcosh r,d.coshs,dz-

BRIy 2 |y ik k ket f
'3“‘*737“/«7‘%:'( 1».)* B t/( /l) 4/.2/( k*)* (*‘Wm*

+;4 /f2 /2 R Ao d—( J _I)cosh; d-sinhs, d€ L ],i Sk

P
- 2} 2 A
+‘:4"/é?“.’l/‘;l oS smhs,a’—( {2 _I)Sinh,-,d-coshs,d: ’kfl _1};_:‘:_.:0.

Nella (11) ¢ la lunghezza d’onda (L) e p = —E , essendo T il

periodo. E inoltre :

%’le/—{;—l : 5,d=2

i i d TR
k; —]/kz""kz’ 5 'Ili:zn’f“/l_——k_f'j_za

52 /j2 k2 /j h:
ks ] B /\2 A /cl ]/ R
La (11) va risolta rispetto a k;/f, che esprime il rapporto fra la velocita

delle onde superficiali di Rayleigh e la velocita delle onde trasversali, proprie
del mezzo ®.

2 2

1 bz

; P h k‘
(1) A questo scopo, devono essere assegnati valori ai rapporti —-

-2, Sce-
O Yo e Ny 7o
1 t‘l kl 2
gliendo per la costante di Poisson il valore 0,25 e osservando che, in tal caso, N'=— Ty.’,
si ha
[
n 1 1 ; 1
() —}%‘ Fean 3 I +ip W 2“"
AR e BRI L O




8 ; PIETRO CALOI

Determiniamo ora l'espressione dal rapporto fra I'ampiezza del moto
orizzontale e quella del moto verticale.

Tenendo conto della (V), si ha dalla prima delle (6) — a meno del
fattore esponenziale ¢'(#—/*) — sulla superficie esterna

(It¥)§=',1 £k jk S1

Dalla (VI), in base alla seconda delle (6), "ampiezza del moto verticale
sulla superficie esterna, a meno del solito fattore, assume Iespressione,

¥ (E cosh s, d + Fsinhs, d).

(W)=t = — 1 —= f (E sinh s, d + F cosh s, d).
Consegue per le (5),

o b ] I —7;— + = tmgh sid .
W)y k: B
X
Resta da determinare I'espressione di F/E.
i K

Dalla prima delle (II) moltiplicate per g —P—— ]2 (2f*—Kk) e som-

mata alla (II), osservando che, sulla superﬁue di dlscontmum per p; ~ p, ,

ko wtipw
3 uz T

I —

tangh s,

E ancora
P wop” w o g
27— 4 12p2— T 27 — — 12 =
”2_72+ pP-ZLLz : 7U~2 Bz f2 |
kz“ l»L” 2 +‘}“ l.” 3
1 81+16p2(y.) 81+16p2( )
; S o
By _ Bt +p2pip” e pa e

S T

e (BN
1—{p(u2)

e se si suppone (come si verifica con buona approssimazione per la crosta terrestre)

[J.’N!.L", ,
2 W1
2 p2 : P
oo et omonlh
: 6(')2 P g 62(5‘" 2
1 81 16 p2 | — —
= p 123 3% s (1-2)
P ®\2 B
_+p2(__) - [
kZ
(e) 7;.:“2—:’234_1-[,:_2 i i
i 1+ p2 [— 2
’ (P-z) Lo (112)

La (11) va risolta, tenendo conto delle (y), (3), (e), assegnando valori (da variarsi
opportunamente) ai rapporti d/L, p, w'firz, /s, i)z Una soluzione in questo senso
€ stata gia da tempo proposta all'Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
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fatte le posizioni

2 l‘_l
(13) : y.—_—%{——(l-—ﬁ—) 5 k[J_:I—{—-x,

1

si ottiene

: Si Bt 5
(14) 2= —ifA 421 yB
J J
Sempre sulla supcrﬁcxe di discontinuita, dalla seconda delle (II) molti-
plicata per 21 Z ]2 - f e sommata alla (IV), posto
k2 2 K '
6 pea(iB e
: k: B R
si deduce
(16) —F=zf oA —B.

]2

La prima delle (I[) moltiplicata per —2z'fﬁ % e sommata alla

) ¢

(IIT), da, sulla superficie di discontinuita,

fs
(17)
mentre la seconda delle (I[), moltiplicata per jig— lf (2] —k) e
sommata alla (IV), conduce, sulla superficie di dlscontlmutl alla relazione
i i :
18 —C=—74{¢-A—iy-B.
) Fe=Lpa—ip

Dalla (V), tenendo conto delle (14), (16), (17) e (18), consegue

)(%—2)(Cgosh; d—{——~¢smhr d)—z( ] L
%‘ )(f/z @cosh 7, [1———]-/911’11'11 d)—l—z(j’. Csinhs, d—{—%npcoshs, d)
Posta la prima parentesi {---} =& e la seconda {-.-} =7, avremo
EA +inB=o,
da cui
Bi g
T
Consegue : :
F i’j]’,—;“PA-I-CB —f,;’<p+c;
CoRRES — o ,
g g / Geh
; 1-SXA+S‘LLB +f 7

dove x,¥,®,% hanno le espressioni date dalle (13),(15).

B=

o

OF
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Determinati, mediante le (11), i valori della velocita, ¢ quindi possibile
ottenere anche quelli del rapporto fra 'ampiezza dello spostamento orizzontale
e quella dello spostamento verticale.

Quando &2 > f* > h? le soluzioni soggette alle condizioni superficiali
si ottengono sostituendo cosh s,z e sinhs; g con coss;z e sins, z; e
quando A} > f*, similmente cos7, 3 e sinr, gz vanno messi in luogo di
coshr;z e sinh7,z. In questi casi

Vﬁ—r I———F—mnos d
ue N R Bl
(w_,)\-:[_ y CT
f
dove l'espressione di F/E ¢ formalmente identica alla (19).

Il valore di #/w non & quindi costante, come si verifica nella classica
teoria di Rayleigh, ma ¢ funzione della lunghezza d’onda (come del resto
si ¢ gid trovato nel caso del mezzo indefinito).

(12 bis)

I — tangsld.—f—%

k
2

E facile provare che le onde in questione sono effettivamente onde
di Rayleigh.

Se lo spessore d dello strato superficiale tende a diventare grande oltre
ogni limite, tangh s, d tende all’unitd e la (12) diventa

V“‘ k:
(”_’> bearil s Jacy,
=d

Wy : Kwe

2 f?

(20)

; K : > : ;
ma poiche f—‘z = Vi % — dove Vg esprime la velocitd delle onde di Rayleigh

e v, la velocita delle onde trasversali proprie del mezzo - la (20) coincide,
in valore assoluto, con Pespressione che il rapporto #/w assume nella teoria
di Rayleigh, per onde propagantisi alla superficie di un mezzo elastico,
semi-infinito, non stratificato.

Osserviamo ancora che, per grossi valori degli argomenti s, d , r, d
le funzioni iperboliche tendono ad uguagliarsi. Dalle (V), (VI) si ha allora

(21) (2]2‘]‘,?)22 4.}2 I't Sty
relazione che consente di determinare % /f, e quindi Vg. Infatti, poiché,
come si deduce dalle (5), :

= [ =G = (],

dove v, ¢ la velocitd delle onde longitudinali spaziali, dalla (21) viene

72\ 2 2
-2 ).
vl vl 'l'z

che & P'equazione classica delle onde di Rayleigh.




